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 ̀�a�b�c�dXe  c�b�c�f g�c�h�ijh a�k�dXf l  g�e c�b m c�n�o p�c�f drq  sXc `�p�o `�c�h a�g�o l  t  f djt�n�e g�dXc�h  g�a t�u g�c�v c
p�o `�c�h c�w w `�e g�o l  x `�o  c�b t�u e g�o�o  o�m  p�a�dXe p�a�dXo�u e f y c p	t  a�g�a z�o�w t  g�a  p�a�dXe p�a�dXo�u e f y o�m
sXa�y t�z�q dXe dXa�m  t�g�o�h e `�f o�dXe dXc�h . {|c�y a�w a�g�c , u dXc , c�x�o `�a l�f�q  g�a  c�x `�e n�e z�e g�g�i�e
x�e n�a�v c�v o�u e f y o�e  x `�o�g�}�o�x�i , x�c�f `�e n�f dXh c p  `�a�w z�o�u g�ijm  sXc `�p  c�b t�u e g�o l , dXa�y ~�e
f a p�c�f dXc l�dXe z�q g�ijm  `�a�b�c�d  x�c  o�g�o�}�o�a�dXo�h e  x `�e x�c�n�a�h a�dXe z�e �  x `�o  c�b t�u e g�o�o
p�a�dXe p�a�dXo�u e f y c p	t  a�g�a z�o�w t  p�c�~�g�c  f sXc `	p�o `�c�h a�drq  t  f djt�n�e g�dXc�h  g�a t�u g�c�e
p�o `�c�h c�w w `�e g�o�e .
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 � � � ; 	 � ��� � / � �����  
 � � � � � � ��� ����%  � ��$ � �  � � ����
 ;� � & � / ��� �����  
 � � � �  
 � � � � � � ��� ����%  � � � � ��%  	 �  � �  	 ����� ��� � � � ; ��� $�� � ��� �����  � ��� � ����� � �  . � ��� � �
 � � �  �  
���
!� ���  ����� � . ���  
 � � � � � � ��� ����%  � � � � ��% ; 	 � ��� � / � �����  � ��$�� $�����%  
 � � �  
 � � � � � � ��� ����%
� � � � ��% ; � � ����� �  � ����� � ��� �  	 ����� .0 � � � ����� � �  � � 
  / �  � � � ��� ��� ��
  � �  	 � � � � ����*-� &  � � � � � &  � / �  ��� 	 ������� � �
� ����� � � � � � � �� ,*-���  � � ����� �  – � � # � � � �  	 �  # � � ��$�� � � ��
  	 � ��
!� ��� ������
  � 	 � � ��� ��� ������� �  ����� � � � � � �  �
� � � � � ��� �  	 �  # � � ��$�� � � ��
  	 � ��
!� ��� ������
  � � ��%������ �  ����� � � � � � � , 	 � � ����� / � ��� � �  ��� 	 � � � � � �  � � ����� ���
  � � 	 ��������� � � �  ��� � � ��$����  �  � � $�� � � � � ����� .� � � � �1��� �����  	 � � 	 ��� � ��� �����  
 � � � 
 � � ��$�� � � ��� �  � � � ��� � �  �  
 � � � � � � ��� � � 
!�  ��� ��� ) � ������
�� ,
 � ������
!� � ��% , 	 � ��� � � ��� � � � ��
  �  � � � ��
  � 	 � � ��� � � � ��� �  # � � 
!� � � ��� ����  �  � � ����� ��� � �  � � � $������ �
!� � � � � � � � � ����� .

(  ��� ��. ����������
  � � ��� � ���  � � � � ����� 
  � ��*-��� � � �  
 � ������
!��$�� � � ��  � � � $���
!� � � �  	 � ��� � � ��������%� � � � ���  �  � 2  # � � ��$�� � � ��%  � � � $���
�� � � �  .3 � ��� � /4� �  	 � ��� � � ��� � � ���  5  ������� � ��������%  	 � ����� ��. ���  � � � �  # ��� ��. ���  � ������$�� � � ���
	 � ����� ��. ���  & . 0 ��
 � ��
��  
!� / ���  � � 	 � � � � � :

5 =5 ( & )0 � � � 	 ����� / ��
 , $�� �  � ������$�� � � � �  	 � ����� ��. ���  � � � ����$�� ��� � � � �  � �  ∆ & . 0 � ����� ��. ���  & +∆ &
� ����� � � � � � � �� +�  � � ��� � /4� �  	 � ��� � � ��� � � ���

5 ( & +∆ & ).� ��� ��� ��� � � ��� ��� , 	 � � � � *-� ����  � ������$�� � � ���  	 � ����� ��. ���  ∆ &  � ����� � � � � � � ��� �  	 � � � � *-� ������ � ��� � / � �  	 � ��� � � ��� � � ���  	 � ����� ��. ���
∆ 5 =5 ( & +∆ & )- 5 ( & ).� � � ����� �  	 � � � � *-� �����  � � ��� � / � �  	 � ��� � � ��� � � ���  � � � �

x

K

∆
∆

.
0 � � ��� �

)(lim
0

xK
x

K

x

′=
∆
∆

→∆
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� � � �1��� � � � �  	 � � ��� ��� � � 
!�  � � ��� � /4� � 
!�  	 � ��� � � ��� � � ��� .� � � ����� ��$���� , � � ���  
 �  ����� � � � $���
  $�� � � �  U(x) � � � ��$ � �  ���  	 � ��� � / �  &  � ������� .  � � ��� � � , � �
	 � � ��� �

)(lim
0

xU
x

U

x

′=
∆
∆

→∆������� 
  � � � �1��� � �  	 � � ��� ��� ����%  ��� � � $ � ��% .� ��� ��. ����� � ��� � � �  � � � � � ��
�� � � �  
!� / ���  � 	 � � � �  � �  � � ��� � %  � � ��� �  �  � � �  . � ����%  ( 	 � �� � ��� � ��� , $�� �  . � � �  � � ��� � &  � � ��� � � � , ��� & ��� �  	 ��� � � ����� � ���  �  � � � � � � � � �  	 ��� � � ����� � � � %  –
	 � � � ������� � �  � � ����$���� � ) 	 � � � ������� �  . � ���  	 � � � � � ��� �  �  � ����� � � � � � � ���  � 	 � � � � , � � ����� / � *-��
��� � � � ��
  � 	 � � ��� ��� ������
�� . � ��� � � �  � �  
!����� � &  
 � ������
!��$�� � � � &  � � � ��� ��� ��� ����� &  ��� ��� & ������
��� 	 � � ��� ����� �  ���  � � ����$������  � 	 � � � � , �  � � 
!� ��� �����  � 	 � � � � , � �'� �'��� � 
����  � 	 � � ��� ��� ��� � 
  � � 
!� ��� ����� 

. � � � . 

3 � � $��  � � � � � � , � 	 � � ��� ����� � � �  
 � � � � ��$���� � � �  � 	 � � � �  ��� ��� � ��� � ��� ���  . � � � .0 � � � 	 ����� / ��
 , $�� �  � 	 � � �  q � � � � � ���  ���  . � � �  � :
q=f(p).0 � � � �  ∆p – 	 � � � � *-� �����  . � � � , �  ∆q – � ����� � � � � � � �  ,*-� �  	 � � � � *-� �����  � 	 � � � � .

� � ��� � ��� � ��� ���  � � 
!� ��� �����  . � � �  � � � �  
p

p∆
, �  ��� ��� � ��� � ��� ���  � � 
!� ��� �����  � 	 � � � �  � � � �  

q

q∆
. � � � � �����

q

q∆
:

p

p∆

��� � � / � � �  ��� ��� � ��� � ��� ���  � � 
!� ��� �����  � 	 � � � � , � � ���  . � � �  � � ��� � �  � � � � � � � � � �  � �  1%. � � � � � ��$���� � � �
� 	 � � � �  ��� ��� � ��� � ��� ���  . � � �  � � � �1��� � � � �  	 � � ��� � :

dp

dq

q

p

p

q

q

p

p

p

q

q
EqE

pp
cp ⋅=

∆
∆=���

�		
� ∆∆==
→∆→∆

limlim
00

:)(

� � � � � ��$���� � � �  � 	 � � � �  ��� ��� � ��� � ��� ���  . � � �  	 � ������� � ��� � ��� ���  � 	 � � ��� ����� � , � � �  � � 
!� ����� � �
� 	 � � �  � �  � � ��� � %  � � ��� � , � � ���  � � �  . � � �  � � � � � � � � � �  � �  1%.

(  � � � /4� � ���'&  � � ��� � ��� &  	 � �  � � # � � � �  
 � � � 
 � � ��$�� � � ��� �  � � � ��� � �  � � ) � � �  ����� � � � � ��� � � ���� � � / � � � � � �  � � 
 �  “ 0 � ��
!� ��� �����  ��� #!# � � � � . � � ��� ����� �  � � $�� � ��� �����  �  � � ) � �����  
 � ������
!��$�� � � � &� � � � $ ” . 
0 � �  
 � ��
  � � � ��� ��� �  � ������� � �  � � ��� � ���  +�  ��� #!# � � � � . � � ��� �����  � � $�� � ��� ����� , � � ��� � �

	 � � � 
 � � � � ���  +�  )-� ����� � � %  � � � �  	 �  
 � ������
!� � � . � � � / �  � � ) � � 
  � � � � $��  ��� / � � ��� ���  ,*-� � �
	 � � � � � � .
����������

 3. ����� ��������������� ,  �! �  "$#�%�&�'���(  ) ������) *  %�*  &�* &���+ - ����,��  ! ��-�* �  � ) ! .
q=f(p),

 / ���  �  – '�� %�*  ! ��-�* ��* , q – ) ����! -�� ! ) ! - # 0213��+  ) ������) . 4�,�12���  ��* ) 5�����6  %�* ) � ��� %���(  ��7  ��* %�%�68+  ! ��-�* �
( -�69��#  �&�*  ��!  � / �  ��������* ��� ) ) ��) ! * - ��(�� !

U=pq,
 *  ����� ��� ��. %�* (  - 69��#  �&�*  � ) ! .

::;
<==>? ′⋅+=′+=′ q

q

p
qqpqU 1 .

�@��) &�����. &�#  A ��* ) ! �� �%���) ! .  ) ������) *  ��! %���) ��! � ��. %��  '�� %�6  ��* - %�(�� ! ) (
q

q

p
Ec ′−=

������#  �* � � :
)1( cEqU −=′ (1)B ! �  # ��* -�%�� %����  ������� ��� ��(�� !  7 * -���) ���$��) ! .  �C� �D��#  -�69��#  �&���+  ��!  ��������* ���  ! ��-�* ��*  �) ������) ��� .E 7  # ��* -�%�� %����  (1) �$����%��  ) ��� ��* ! .  ) ��� ��#�0213���  -�68- ����6 :

1. FC) ���  Ec>1, ! �  U′<0, ! . � . � ) ���  ) ������)  A ��* ) ! �� �� % , ! �  )  ����- 68G3� %���� �  '�� %�6  -�69��#  �&�*  ��!��������* ���  ! ��-�* ��*  ) %�����* � ! ) ( .
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2. FC) ���  Ec=1, ! �  U′ =0, U ����) ! ��(�%�%�* ( ; A ! �  ��7 %�*  �* � ! ,  �! �  �����  %�� +�! ��* ��. %����  ) ������) �-�69��#  �&�*  ��!  ��������* ���  ��* %�%���/ �  ! ��-�* ��*  %��  7 * -���) ��!  ��!  ��7 �C� %�� %���(  '�� %�6 .�
 A ! ���  ) ��#� �* �

pq=c,��! & #���*
p

c
q = ,

/ ���  )  – ����) ! ��( %�%�* ( . �C��� ����-�* ! � ��. %�� , -  ) ��#  �* �  %�� +�! ��* ��. %���/ �  ) ������) *  � / �  ��* 7 �C� ��6  ��,���* ! %��������������'�����%�* ��. %�6  '�� %�� .
3. FC) ���  0<Ec<1, ! �  U′>0, ! . � . � ) ���  ) ������)  %�� A ��* ) ! �� �� % , ! �  )  ����-�69G3� %���� �  '�� %�6  - 69��#  �&�*-���7 ��* ) ! * � ! .E 7  ) &�* 7 * %�%���/ �  -�����%�� ,  �! �  7 %�* %����  A ��* ) ! �� �%���) ! �  ) ������) *  %�*  ��* %�%�68+  ! ��-�* �����7 - ����(�� !  ������� ��� ����! .  ) #��C�C#  -�69��#  �&�#  �����  - ����(�%���� �  ��7 �C� %�� %���(  '�� %�6 .
�C! #���� %�! 6  #�) ��� G3%��  -�69������%�( 0@!  ��) ) ��� ����-�* ! � ��. ) & #�0  ��* ,���! #  %�*  ! � �$#  “�������C� %�� %����A &�) ! ��� �C#��C��-  "C#�%�&�'����  -  ��������7 - ����) ! -�� ”. � * ,���! �  ��������* / * � ! ) (  ) ��� ��# 0213���  7 * ��*  �� ,  �! �  - 697 68-�* � !#  %���5  ����- ��+  ��%�! � ��� ) .�������	�
�

 4. �8* ����! * ����) ! �� �� ) & ���  ����� ��������( ! ���  ��������7 - ����( !  %�� & ��! ����68+  ��������#�& !  �-�68) ! #���* � !  %�*  ��68%�&��  &�* &  �$��%�����������) ! . � ��%�����������) ! �� �� ) &����  ����� ��������( ! ���  ) ! ��� �$��! ) (  &�C* &�) ���C* ��. %���+  ������,�69��� . 
9! ��,�6  ����) ! ��/ %�# ! .  A ! ��+  '�� ��� , ����� ��������( ! ���  �$����� ! :
1) #�-�� ���� ���! .  ��������7 - ����) ! - � , %��  ��7 �C� %�( (  '�� %�6 ;
2) %��  ��7 �C� %�( ! .  ��,
��� �C*  ��������7 - ����) ! -�* , *  '�� %�#  ������) ����) ��,���! .  &  ) ������) # ;
3) %��  ��7 �C� %�( ! .  '�� %�6 , *  ��,
��� �  ��������7 - ����) ! -�*  ������) ����) ��,���! .  &  ) ������) # .����� ��������������� ,  �! �  �$��%�����������) ! �� �� ) &����  ����� ��������( ! ���  ��� G3* � !  ��������7 -�� ) ! �5  � ����%���'  ��* %�%���/ �  ��������#�& ! * . �$��/ ��*  '�� %�* , �����  &���! ������+  ) ������)  ! * & ���  ) ��) ! * -���!  5  � ����%���' ,������� ��� ��(�� ! ) (  # ��* -�%�� %���� �

� =� ( 5 ).4�,���7 %�*  ����  ) #��C�C* ��%�68�  ��7 ��� ����&��  ��������7 - ����) ! -�*  5  � ����%���'  ��������#�&�'���� �� ��� 7  � ( 5 ). 
�

 A ! ���  ) ��#  �* �  ������,�69�  Z=U(x)- � (x) � ) ! .  ! * & ���  "$#�%�&�'����  5 . �$* &����  ��,���* 7 ���
Z = x � P(x) - � (x).

 ������,�69��.  ����� ��������( ! ��(  �C* &�) ���C* ��. %�* , � ) ���  -�68������%�( 0@! ) (  ��-�*  #�) ����-���( :
Z′=0, Z′′=0.

 
E 7  ��� ��- ��/ �  #�) ����-���(  ) ��� ��#�� ! ,  �! �

U′(x)-K′(x)=0�����
U′(x)=K′(x).

� ��%�����������) ! �� �� ) &����  ����� ��������( ! ���  ������#  �* � !  �C* &�) ���C* ��. %�# 0  ������,�69�  �����  ! * & ���  ��,
��� �C���������7 - ����) ! -�*  5 , ����(  &���! ������/ �  ����� ��� ��. %�* (  -�69��#  �&�*  ��* -�%�*  ����� ��� ��. %�68�  ��7 ��� ����&�* � .E 7  - ! ������/ �  #�) ����-���(  ) ��� ��#�� ! ,  �! �
U′′(x)-K′′(x)<0E ���
U′′(x)<K′′(x).B ! �  ��7 %�*  �* � ! ,  �! �  ����� ��������( ! ���  ������#  �* � !  �C* &�) ���C* ��. %�# 0  ������,�69��. , � ) ���  ! � �C�  ����) ! *����� ��� ��. %���+  -�69��#  �&��  �C� %�. G3�  ! � �C��*  ����) ! *  ����� ��� ��. %�695  ��7 ��� ����� & .�������	�
�

 5. �9����-�* (  ������. %�695  ��7 ��� ����� &  ���C� � !  -���� :
� = 5 3-65 2+15 5 ,� ���  5  – ��,
��� �  ��������7 - ����) ! -�* .

� * ) )  ���! * ! . , �����  &�* &����  ��,
��� �C�  ��������7 - ����) ! -�*  ) ��� ��%����  ��7 ��� ����&��  �C��%����C* ��. %�6 .
�C��� ��%����  ��7 ��� ����&��  ) ��) ! * - ��( 0@! :

156
156 2
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� * 5�������� :

62 −= x
dx

dπ

�C��� ����-�* ! � ��. %�� ,

0=
dx

dπ

�����
25 -6=0� ) ���  5 =3.4D �� -�����%�� ,  �! �

022

2

>=
dx

d π
.

����(  &�* �D����/ �  7 %�*  �� %����  5 . �C��� ����-�* ! � ��. %�� , ����(  5 =3 ) ��� ��%����  ��7 ��� ����&��  �C��%����C* ��. %�6 . �$* &������,���* 7 ��� , �$��%����C* ��. %�68�  ) ��� ��%����  ��7 ��� ����&��  ) ��) ! * - ��( 0@! :
π(3)=6.� *  ����* & ! �� �� ) &���5  7 * %�( ! ��( 5  ���  �C* ! � �C* ! �� �� ) &����$#  * %�* ����7 #  �C6  ��� G3* � �  %������ ) ��� ��# 0213��� .�����������

 6. �@� ��� �C� %�%�68�  ��7 ��� ����&��  ��������7 - ����) ! -�*  ������� ��� ��( 0@! ) (  "C�����$# ����+# =3 5 2,/ ���  5  – &������� �� ) ! - �  ��������#�&�'���� . � * ) )  ���! * ! .  ) ��� ��%����  ��7 ��� ����&��  ��������7 - ����) ! -�* , � ) �����,
��� �  ��������7 - ����) ! -�*  ) ��) ! * - ��(�� !  ��!  2 ���  4 � ����%���' .
�C��� ��%�� �  7 %�*  �� %����  "C#�%�&�'����  � ) ! .
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