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Об одной математической модели акустики
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Анотация
В данной работе нами ранее предложенным асимптотическим методом

малого параметра, характеризующего отклонение показателя преломления среды
от единицы, найдено звуковое поле, создаваемое гармоническими точечными
источниками в трёхмерно-неоднородном волноводе со взволнованной поверхностью
и неровным твёрдым  дном.

  Доказано, что возмущение звукового поля имеет вид континуальной суммы
расходящихся вторичных волн, ”источниками” которых являются неоднородность
среды  и неровность границ. При этом амплитуды волн пропорциональны малому
параметру и зависят от параметров всех мод ( нормальная волна ).

Ключевые слова: пространственно-неоднородный волновод, неровность границ,
асимптотический метод

       Вопросы, связанные с существованием и единственностью решения краевых задач для
уравнения Гельмгольца с переменными коэффициентами представляют значительный интерес в
теории дифференциальных уравнений с частными производными  [ 1  -  4 ].

    В настоящей работе автором ранее предложенным асимптотическим методом  малого
параметра, характеризующего отклонение показателя преломления среды от единицы, найдено
звуковое поле, создаваемое гармоническими точечными   источниками в пространственно-
неоднородном  волноводе со взволнованной поверхностью и неровным дном.

1. В качестве математической модели рассмотрим задачу об определении звукового поля,
созданного конечным числом точечных гармонических источников в пространственно-
неоднородном волноводе со взволнованной поверхностью и неровным твёрдым дном.

Звуковое давление, создаваемое гармоническими точечными источниками в точке
( )zxxx ,, 21=  водного слоя описывается выражением
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является решением следующей задачи
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где ( )xn2  - квадрат показателя преломления водного слоя, ( ),xgz ′= ε  ( )21, xxx =′  -

уравнение водной поверхности (верхняя граница), ( ) 0≥′xg - некоторая гладкая функция,

(1.1)

(1.2)
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заданная на 0Ω , ( )xfz ′+−= ε1  -  уравнение дна (нижняя граница), k - безразмерное волновое
число, причём в качестве размерного физического параметра взята глубина волновода H,

( ) Nmmjzx jj ∈∈= ,,1,,0,00 - точки, расположения источников, ( ) 0≥′xf  - гладкая функция,
отличная от нуля только на некотором ограниченном  множестве Ω
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где  s - число неровностей дна,
ευ -  единичняя нормаль к нижней границе, которая вычисляется по формуле:
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Ясно, что краевая задача ( 1.1 ), ( 1.2 ) аналитически  точно не решается.
2. Из многочисленных экспериментальных данных следует, что в реальных ситуациях

квадрат показателя преломления водного слоя очень близок к единице [5]. Отклонение является
порядка  210− ,

Учитывая это, нами был введён малый параметр  [6]
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Для решения краевой задачи (1.1), (1.2) используем асимптотический метод малого
параметра [6].

При этом малый параметр ε  входит в уравнение (1.1) и в граничные условия (1.2)
регулярным образом, поэтому решение задачи (1.1), (1.2) можно искать в виде регулярного
асимптотического разложения по малому параметру
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где коэффициенты ряда ( ) 0, ≥jxU j  ищутся как решения некоторых краевых задач для
неоднородного уравнения Гельмгольца в невозмущённом волноводе.

Коэффициенты разложения (2.1) вычисляются рекурентным образом. Практически
достаточно вычислить нулевое ( )xU0  и первое ( )xU1  приближения.

Для нулевого приближения получим краевую задачу
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решение  которой имеет вид:

(1.3)

(2.1)

(2.2)
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Для первого приближения ( )xU1  получим краевую задачу
( ) ( ) ( ) ( ) 01,0

2
1

2 <<−−=+Δ zxUxkxUk η

( ) ( ),
01 xxU

z
′≡

=
ϕ          

( ) ( ),
1

1 x
z

xU

z

′=
∂

∂

−=

ψ

( ) ( ),)(

0

0 xg
z

xUx
z

′
∂

∂−≡′
=

ϕ

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
1

2
0

2

0

−=
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ′
∂

∂−′∇′⋅∇′≡′
z

xf
z

xUxfxUxψ

.
x

,
x 21

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∂
∂

∂
∂≡∇′

Введём преобразование аннулирующее граничные условия
( ) ( ) ( ) ( )xxzxUxW ′−′−= ϕψ1

Тогда для функции ( )xW    получим краевую задачу
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Интегральная форма решения задачи ( 2.6 ) имеет вид
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где  )1(
0H  - функции Ханкеля первого рода нулевого порядка.

3. Требование равномерности регулярного асимптотического разложения (2.1)
( ) ( ) NjxUxU jj ∈>>− ,1 ε

приводит к условию
1<<kε ,

что соответствует малым частотам ( низкочастотное или длинноволновое приближение ).
Если ограничимся только двумя членами в разложении ( 2.1 ), тогда область применения

решения характеризуется радиусом

(2.3)
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( )1O~r −ε<
Таким образом доказано, что возмущение звукового поля ( )xU1  имеет вид континуальной

суммы расходящихся вторичных волн, ”источниками” которых являются неоднородность среды
)0)(( ≡/xη  и неровность границ )0)(,0)(( '' ≠≡/ xgxf .

При этом амплитуды волн пропорциональны ε  и зависят от параметров всех мод (
нормальная волна ).
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