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Резюме 

В работе исследована нелокальная задача для квазилинейного уравнения 
второго порядка с допустимым параболическим вырождением.  
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В работе изучается нелокальная задача для квазилинейного уравнения второго порядка  
0)()1( =⋅++⋅+++ yyyxxyyxxx uuuuuuu ,                      (1) 

с допустимым параболическим вырождением.  
Как известно, характеристики квазилинейных уравнений зависят от значений 

искомого решения и его производных. Следовательно, они неизвестны и их следует 
определять одновременно с решением (cм. [1]). Характеристики таких уравнений, в основном 
могут образовать семейства любой геометрии. Однако, существуют уравнения, для которых 
эти семейства характеристик могут быть вполне определенной конфигурации. В частности, 
для уравнения (1) семейство, определенное корнем характеристического уравнения 11=λ , 
представлено прямыми cyx =− , другому же семейству соответствует дифференциальное 
соотношение характеристических направлений dxuudy yx )( += . На первый взгляд, из-за за-

висимости характеристического корня yx uu +=2λ  от неизвестных производных искомого 
решения , можно предположить, что это направление меняется при прохождении 
точки вдоль  некоторой конкретной характеристики. В случае уравнений общего вида это 
действительно так и происходит. В данном же случае следует принимать во внимание 
следующее обстоятельство: само уравнение вдоль характеристик семейства корня 

),( yxu

2λ  
записывается в простом виде 0)()( =+ yx udud . По терминологии И. Гельфанда [2] это есть 
характеристическое дифференциальное соотношение и отсюда непосредственно следует 

 вдоль любой характеристики данного семейства. Таким образом, на 
основании анализа совместных характеристических дифференциальных соотношении, в 
явном виде получаем так называемые характеристические инварианты – аналоги известных 
римановых инвариантов 

constuu yx =+

                           (2)                   
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

−+=

−=

,)1(

,

1 yx
u uue

xy
yξ

ξ

для семейства корня 1λ  и 

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

+−=

,

,)(

1 yx

yx

uu

xuuy

η

η
                                   (3) 



GESJ: Computer Science and Telecommunications 2011|No.3(32) 
ISSN 1512-1232 

 

36 

для семейства корня 2λ .  
Инварианты (2) и (3) постоянны вдоль каждой характеристики соответствующего 

семейства. Следует отметить, что других характеристических инвариантов, независимых от 
(2) и (3), уравнение (1) не имеет [3-5].  

Анализируя структуры характеристических инвариантов η  и 1η , приходим к выводу, 
что наклон каждой отдельно взятой характеристики определяется значением инварианта 1η  и, 
следовательно, является постоянным. Отсюда следует, что все эти характеристики образуют 
семейство прямых. Исключение могут состовлять лишь особые дискриминантные кривые 
этого семейства, если такие вообще существуют. 

Сформулируем нелокальную задачу, при постановке и исследования которой будут 
учтены выше упомянутые свойства и особенности уравнения (1). В частности, судя по его 
характеристическим корням 21,λλ , оно является гиперболическим. Однако, не исключается 
случай, когда значения этих корней совпадают и, следовательно, само уравнение (1) 
параболически вырождается. Это происходит при 1=+ yx uu . Поэтому, класс 
гиперболических решений рассматриваемого уравнения следует определить условием 

  .01≠−+ yx uu                                    (4) 
Нелокальную задачу будем рассматривать в классе гиперболических решений.  
Пусть для заданных функций ]  выполняются следующие условия: ,0[,, 2 aC∈ϕβα
(С1):       1)( <xα ,  0)( <′<∞− xα ,    ],0[ ax∈ . 
Пусть  и  - точки пересечения характеристик семейства P Q 2λ  соответственно с 

прямыми  и 0=y xy = . Заметим, что выполнение условий (С1) обеспечивает существование 
таких точек для каждого значения [ ]ax ,0∈ . Введем обозначения: ( ))(,1 xA β=

r
 и 

. ( ))(),( QuPuB =
r

 
Нелокальная характеристическая задача. Найти регулярное решение уравнения (1) 

вместе с его областью опеределения, которое удовлетворяет условиям 
,],0[,)()0,()0,( axxxuxu yx ∈=+ α                         (5) 

( ) ],[),(, baxxBA ∈=ϕ
rr

.                                                                  (6) 
Исследование задачи начнем с анализа условия (6). Заметим, что через произвольную 

точку  сегмента  проходит одна характеристика семейства корня 0x ],0[ a 2λ , уравнение 
которой, с учетом условия (5),  принимает вид: 

00)()( xxxxy αα −= . 

Легко определить координаты точки  Q : ⎟⎟
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Тогда условие (6) можно записать следующим образом 
],0[,)())(),(()()0,( axxxxuxxu ∈=⋅+ ϕμμβ       (8) 

Для изучения поставленной задачи продифференцируем (8) по переменной x . 
Очевидно, 

.)()()()()](),([)()0,( xxxxxxuxxux ϕμαβμμβ ′=′⋅+⋅′+     (9) 
Вдоль характеристики первого семейства xy =  для всех  точек , в том числе и в 

точке Q , с  учетом условия (5), имеем 
],0[ ax∈
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]1)0([]1))(([ )0,0())(),(( −⋅=−⋅ αμαμμ yy uxxu exe .                 (10) 
С другой стороны, та же точка  находится на характеристике второго семейства, 

проходящей через . Поэтому, принимая во внимание (3) и (5), имеем 
Q

)0,(xP
( ) ( ) )()0,()0,()(),()(),( xxuxuxxuxxu yxyx αμμμμ =+=+ . 

Тогда соотношение (10) в точке Q  принимает следующий вид 
]1)0([]1)([ )0,0())(),(( −⋅=−⋅ ααμμ yy uxxu exe .                     (11) 

Пусть выполнены условия: 
(C2): 0)( ≠′ xμ  для всех  и ],0[ ax∈ )(xμ′  знакоопределена  на отрезке .                       ],0[ a
Обратную функции )(xy μ=  обозначим через )( yx ν= . Учитывая (9) и условие задачи 

(5), находим значения производных решения вдоль характеристики xy = : 

1))((
1)0(log)0,0())((),(
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ανα ,                     (12) 
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Проинтегрируем сумму  вдоль прямой ),(),( xxuxxu yx + xy = . Имеем  

∫+=
x

dttuxxu
0

))(()0,0(),( να .    

Учитывая это равенство, из (8) находим значение решения задачи  всюду на отрезке 
: 

)0,(xu
],0[ a

)(
)(

0
]))(()0,0([)()()0,( xf

x
dttuxxxu ≡∫+⋅−=

μ
ναβϕ ,               (14) 

где  
)0(1

)0()0,0(
β

ϕ
+

=u . Из (14) легко определяем и значения производной решения задачи по x  

во всех точках отрезка : ],0[ a
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μ
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а с  учетом (5) находим и значение 
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Легко заметить, что производные неизвестной функции в начале координат вполне 
определяются. Таким образом, задача (1), (5), (6) эквивалентна следующей задаче Коши:  

Найти регулярное решение уравнения (1) вместе с его областью опеределения, 
которое удовлетворяет условиям 

],0[),()0,( axxfxu ∈= ,   ],0[),()0,( axxgxuy ∈= , 
где функции  и f g  определены соотношениями (14), (15). 

Исследуя задачу Коши для уравнения (1), на основе общего интеграла уравнения  
))(1)(()()(),( )(ηηηξηξηξ TeTTHu ′−+′−−+−=  

в терминах характеристических переменных - 
xy −=ξ ,  xuuy yx )( +−=η , 
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где   - произвольные функции (см. [5]), и   )(),( 1312 RCTRCH ∈∈
из выше проводенного исследования, можем заключить, что справедлива  
Теорема. Пусть выполнены условия (C1) и (C2) и пусть функции , определенные из 
(14) и (15), удовлетворяют условию 

gf ,

],0[,1)()( axxgxf ∈≠′+′ , 
тогда задача (1), (5), (6) имеет решение, с областью определения , где  представляет 
собой треугольник, стороны которого суть отрезки характеристических прямых обеих 
семейств, проходящие через точку  и отрезок . 

G G

),( aa ],0[ a
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